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Рассматривается задача стабилизации программных траекторий пространственного движения ква-
дрокоптера как твердого тела. Для синтеза стабилизирующего управления используется метод ли-
неаризации обратной связью по состоянию. Программная траектория строится для трех координат 
пространственного движения центра масс квадрокоптера и его вращательного движения по углу 
рысканья на основе полиномов третьего порядка, зависящих от времени, с учетом ограничений 
на координаты, скорости и ускорения в течение всего процесса движения. Работоспособность пред-
ложенного закона управления проверена при помощи численного моделирования и эксперимен-
тально на квадрокоптере Parrot Mambo с помощью пакета MATLAB/Simulink.
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The problem of reference trajectories tracking for spatial motion of a quadcopter as a rigid body is considered. 
The state feedback linearization approach is used for synthesis of stabilizing control. The reference 
trajectory is constructed for three coordinates of the spatial motion of the quadcopter’s center of mass and 
its rotational motion along the yaw angle based on third-order polynomials depending on time, taking into 
account constraints on the coordinates, velocities and accelerations during the entire process of motion. The 
performance of the proposed control law is verified numerically and experimentally on the Parrot Mambo 
quadcopter model using the MATLAB/Simulink software. 
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Введение. В настоящее время большое количество публикаций (см., например, [1–25]) 
посвящено исследованиям в области разработки алгоритмов автоматического управления 
движением квадрокоптеров. Для большинства задач необходима автономность движения ле-
тательного аппарата, и требуется реализация заданных траекторий движения, например при 
картографировании, наблюдении за объектом и т.д. 
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Известен ряд подходов, применяемых для решения задач автоматического управления дви-
жением квадрокоптеров. Наиболее популярны методы, основанные на использовании лине-
аризации модели движения: PD (пропорционально-дифференцирующий), PID (пропорцио-
нально-интегрально-дифференцирующий) [25], LQG (линейно-квадратичный гауссовский) 
[20], LQR (линейно-квадратичный) [8, 22] и H∞-регуляторы. В [20] анализируются методы 
оптимального управления, которые основаны на LQG-регуляторе.

Среди нелинейных методов управления движением квадрокоптеров наиболее известны ли-
неаризация обратной связью [5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23], бэкстеппинг [1, 4, 6, 16] и ме-
тоды на основе прогнозирующей модели [3, 14, 18]. Еще одним подходом к решению задач 
управления движением квадрокоптеров является применение скользящих режимов [2, 4, 16], 
которые позволяют осуществлять синтез управляющих воздействий в условиях неточностей 
моделирования.

В данной работе исследуется задача построения и стабилизации программных движений 
квадрокоптера в пространстве на базе нелинейной модели движения. Для синтеза стабилизи-
рующих законов управления используется метод линеаризации обратной связью по состоя-
нию. Программная траектория аппарата задается для трех координат поступательного движе-
ния центра масс квадрокоптера и его вращательного движения по углу рысканья при помощи 
полиномов третьего порядка от независимой переменной и строится с учетом допустимых 
максимальных по модулю значений соответствующих координат, скоростей и ускорений. 

1. Постановка задачи. Рассматривается задача управления пространственным движением 
квадрокоптера. Динамика поступательного и вращательного движения летательного аппарата 
как твердого тела имеет следующий вид [10, 23]: 
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где � � � �x y,
T и z – координаты центра масс квадрокоптера в инерциальной системе коор-

динат Oxyz; ϕ, θ , ψ  – углы крена, тангажа и рыскания [10] соответственно, � � � �� � �, ,
T; m – 

масса квадрокоптера; g  – ускорение свободного падения; F  – сила тяги, создаваемая винта-
ми аппарата; M M M Mx y z� � �, ,

T – вектор крутящих моментов относительно осей связанной 
неинерциальной системы координат O x y zB B B B; � � � �� � �x y z, ,

T – вектор угловых скоростей 
в неинерциальной системе координат O x y zB B B B; I I I Ix y z� � �diag , ,  – диагональная матрица 
моментов инерции относительно осей неинерциальной системы координат O x y zB B B B; знак 
умножения × использован для обозначения векторного произведения соответствующих век-
торов; 
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Отметим, что используемые в работе угловые координаты � � � �� � �, ,
T отвечают следую-

щей матрице перехода из инерциальной системы координат Oxyz в неинерциальную связан-
ную с аппаратом систему координат O x y zB B B B [10]:
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Будем считать, что сила тяги F  и вектор крутящих моментов M  являются функциями угло-
вых скоростей вращения винтов ωi, i = 1 4, , и имеют следующий вид [10, 23]:
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где k  – положительная постоянная; b – коэффициент аэродинамического сопротивления вра-
щению винта; l – расстояние от центра масс квадрокоптера до оси вращения винтов аппарата. 
Моменты инерции вращения винтов полагаются равными нулю.

В качестве управляющих воздействий далее рассмотрим u F M M Mx y z� � �, , ,
T . Введем но-

вые управляющие функции, зависящие от моментов: 
� � � � �M M M M C C I M Ix y z, ,� � � � � � �� ��T

� � �1 ,

и перепишем уравнения вращательного движения (1.3) аппарата в следующем виде:

	 �� �� � M .	 (1.4)

Для удобства также используем обозначения: x x x y x z x1 2 3 4� � � �, , , � . Покажем, 
что задача построения и стабилизации произвольной 12-мерной программной траектории 
� �� � �r t , z z tr= ( ), � �� � �r t , t ≥ 0, пространственного движения квадрокоптера может быть 
сведена к задаче построения и стабилизации соответствующей 4-мерной программной траек-
тории x x ti ir= ( ), i = 1 4, , t ≥ 0, по переменным xi. 

2. Уравнения динамики отслеживания программных траекторий движения квадрокоптера. За-
фиксируем сначала произвольную программную траекторию � � � � � � � � �� �x x x t x tr r1 2 1 2, ,

T T, 
z x x tr= = ( )3 3 , � � � � �x x tr4 4 , t ≥ 0, движения центра масс аппарата в горизонтальной и вер-
тикальной плоскостях, а также вращательного движения по углу рысканья [21]. Определим 
переменные �i i irx x t� � � �, i = 1 4, , соответствующих ошибок отслеживания программных 
траекторий. 

Покажем, что система, описывающая динамику переменных χi, i = 1 4, , ошибок отслежива-
ния программных траекторий, может быть представлена как совокупность подсистем: 
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где ri  – порядок производной по времени, r r1 2 4= = , r r3 4 2= = , � � � � �� � �1 2 3 4, , ,
T   – вектор 

вспомогательных управляющих переменных, определяемых далее. 
В силу соотношений (1.2) и (1.4) динамика ошибок χ3  и χ4  запишется как
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Тогда управления F  и Mz можно выразить через переменные ν3, ν4 следующим образом:
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Подставив выражение для силы тяги (2.5) в соотношение (1.1), получим уравнение ошибки 
отслеживания траектории движения центра масс аппарата в горизонтальной плоскости:
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Тогда, дважды продифференцировав по времени динамическую систему (2.7), с учетом 
формул (1.4), (2.6) получим 
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– вид функций fi, i = 1 2, , указан в Приложении.
Отметим, что, в частности, при x tir ( ) ≡ 0, i = 1 4, , соотношения 
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где функции φ1, φ3 задаются правыми частями равенств (2.7), а функции φ2, φ4  представляют 
собой результат дифференцирования выражения (2.7) по времени, можно рассмотреть как не-
вырожденную замену переменных состояния динамической системы (1.1), (1.2), (1.4), допол-
ненной равенствами  z � �3 , z 4

3
� � � � . Якобиан замены переменных (2.10) имеет вид
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Таким образом, при �3 � �g  условие J ≠ 0 выполняется во всех точках множества:
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соотношения (2.10) задают диффеоморфизм из −
14 в 14

3 3� � �x y z x y z x y x y, , , , , , , , , , , , ,� � � �         и ди-
намическая система (1.1), (1.2), (1.4), формально дополненная равенствами  z � �3, z 4

3
� � � � , 

эквивалентна [26] системе (2.1). Переменные x y z, , ,ψ  являются плоским выходом динамиче-
ской системы (1.1), (1.2), (1.4) а сама система – дифференциально плоской [26], так как в силу 
равенств (2.10) переменные состояния x y z x y z, , , , , , , , , , ,� �� � � �  



  системы (1.1), (1.2), (1.4) мо-
гут быть представлены как функции переменных x x x y x z x1 2 3 4� � � �, , , �  и их произво-
дных соответствующих порядков. Следовательно, любая программная траектория � �� � �r t , 
z z tr= ( ), � �� � �r t , t ≥ 0 , пространственного движения квадрокоптера, удовлетворяющая ус-
ловию J ≠ 0, задается функциями x x ti ir= ( ), i = 1 4, , t ≥ 0.

3. Построение программной траектории. Для построения программной траектории x x ti ir= ( ), 
i = 1 4, , t T∈[ ]0, , пространственного движения летательного аппарата воспользуемся резуль-
татами, полученными в [27]. В частности, рассмотрим, например, программные траектории, 
удовлетворяющие следующим начальным и конечным условиям на переменные состояния xi, 
xi, i = 1 4, , системы (1.1), (1.2), (1.4):

x x x x x T x x T x ii i i i i i i i0 0 0 0 1 40 0� � � � � � � � � � � � � � �, , , , , ,* *   

а также ограничениям

x t Bi i( ) ≤ , x t Ni i( ) ≤ , x t Qi i( ) ≤

при всех t T∈[ ]0, , где Bi, Ni, Qi, i = 1 4, , – некоторые заданные положительные числа. Допол-
нительно потребуем, чтобы искомая программная траектория соответствовала условиям 
xi 0 0( ) =  и x Ti ( ) = 0, i = 1 4, . Будем полагать, что в постановке задачи время движения T  не за-
дано.



ПОСТРОЕНИЕ И СТАБИЛИЗАЦИЯ ТРАЕКТОРИЙ 

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ № 2 2025

113 

Для синтеза программной траектории из начальной точки x x x x01 02 03 040 0 0 0, , , , , , ,( ) в конеч-
ную точку x x x x* * * *, , , , , , ,1 2 3 40 0 0 0( ) в фазовом пространстве x x y y z z, , , , , , ,   � �� �  используем до-
полнительные промежуточные точки с координатами � � � � � � � �� � � �x x x x x x x xj j j j j j j j1 1 2 2 3 3 4 4, , , , , , ,( ), j = 1 4, , 
(рис. 1), где значения x ji , ��x ji , j = 1 4, , i = 1 4, , удовлетворяют условиям � �� �x xi i2 3=  и следующим 
соотношениям [27]:
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Здесь T1 – время движения в фазовом пространстве x x y y z z, , , , , , ,   � �� �  из точки с координатами 
x x x x* * * *, , , , , , ,1 2 3 40 0 0 0( ) в точку � � � � � � � �� � � �x x x x x x x x11 11 12 12 13 13 14 14, , , , , , ,( ), T3 – время движения из точки с ко-

ординатами � � � � � � � �� � � �x x x x x x x x21 21 22 22 23 23 24 24, , , , , , ,( ) в точку � � � � � � � �� � � �x x x x x x x x31 31 32 32 33 33 34 34, , , , , , ,( ), T5 – время дви-
жения из точки с координатами � � � � � � � �� � � �x x x x x x x x41 41 42 42 43 43 44 44, , , , , , ,( ) в точку x x x x* * * *, , , , , , ,1 2 3 40 0 0 0( ), 
�1 1� , �2 1�  – свободные параметры, определяющие соотношения между значениями ско-
ростей ��x i1 , ��x i2  и ��x i2 , ��x i4  соответственно.

Программная траектория x x ti ir= ( ), i = 1 4, , t T∈[ ]0, , запишется покомпонентно [27] как

·

0

ε2
=

x i

x2i x3i

x4i
x2i

t

T1 TT1+T2 T1+T2+T3 T1+T2+T3+T4

ε1
=x1i

x2i

Рис. 1. Схематичное представление программной траектории по координате x i  (сплошная линия), включая 
дополнительные промежуточные точки.
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где T T T T� � �� �1 1 3 2 5, T T2 1 11� �� �� , T T4 2 51� �� �� , T0 0= ; многочлены p tji ( ) имеют вид 
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Здесь x xi i0 0= , � ��x xi i0 0= , коэффициенты c i j1 , c i j2  следующие [27]:

c x x T x x Ti j i ji j j i ji jj1 1 1
22 3� � �� � � �� �� �� �� � � �� �

, , ,

c x x T x x Ti j i ji j j i ji jj2 1 1
32 2� �� � � �� �� �� �� � � �� �

, , .

Далее, согласно работе [27], для выполнения ограничений x t Ni i( ) ≤  и x t Qi i( ) ≤  при 
всех t T∈[ ]0, , i = 1 4, , на значения первых и вторых производных по времени соответствую-
щих функций (3.1) необходимо и достаточно, чтобы выбранные значения T1, T3, T5 и �1 1� , 
�2 1�  удовлетворяли следующим неравенствам:
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Дополнительно если выполнены условия max x x Bi i i0 , *� � � , i = 1 4, , то при всех 
t T∈[ ]0,  справедливы оценки x t Bi i( ) ≤ , i = 1 4, .

4. Синтез стабилизирующего управления. Заметим, что, при наличии неточностей линеари-
зации обратной связью (2.4), (2.9) динамики ошибок отслеживания программных траекторий 
система (2.1) примет вид

	 � ��i
r

i i
i i� � � � �, 1 4, , 	 (4.1)

где ∆i  – неточности компенсации, в общем случае представляющие собой на решениях си-
стемы некоторые непрерывные функции независимой переменной. Продифференцировав 
уравнения (4.1) по времени, получим 

	 � � �i
r

i i
i i
�� � � � �1

1 4

 , , . 	 (4.2)

Будем полагать, что для неточностей компенсации выполняются условия �i � 0, i = 1 4, . 
Тогда уравнения (4.2) запишем как � �i

r
i

i �� � �1
 , i = 1 4, , и выберем ν i  следующим образом:
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k k k k i
i

i
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1 1 4� � � �, , , , 	 (4.3)

где k ji > 0, j ri= +1 1, , i = 1 4, , – положительные коэффициенты усиления. Проинтегрировав 
равенства (4.3) по переменной t ≥ 0, найдем
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Следовательно, замкнутая управлениями (4.4) система (4.1) имеет вид
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0 1 5, , .

Отметим, что коэффициенты усиления k ji > 0, j ri= +1 1, , i = 1 4, , выбираются так, чтобы 
положение равновесия �i � 0, �i � 0, �i � 0, �i � 0, �i

4
0� � � , i = 1 2, , и �i � 0, �i � 0, �i � 0, 

i = 3 4, , замкнутой системы было глобально асимптотически устойчиво.
Подставив управления (4.4) в выражения (2.5), (2.6) и (2.9), для управляющих переменных 
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Заметим, что, если условия �i � 0, i = 1 4, , не выполняются, но имеют место приближен-
ные равенства �i � 0, i = 1 4, , то работоспособность законов управления (4.5)–(4.7) может быть 
проверена, например, при помощи методов численного моделирования и эксперимента.

5. Численное моделирование и результаты эксперимента. Результаты численного моделиро-
вания и экспериментального полета квадрокоптера Parrot Mambo представлены на рис. 2–14, 
где показаны реальная и моделируемая траектория движения аппарата в пространстве при 
управлениях (4.5)–(4.7) для параметров модели движения, используемых в пакете Simulink 
Support Package for Parrot Minidrones. В ходе эксперимента на борту летательного аппара-
та регистрировались телеметрические данные, зафиксированные датчиками и исполни-
тельными устройствами. На основе полученных данных были построены графики, отра-
жающие эволюцию состояния системы в процессе полета. При построении программной 
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Рис. 2. Движение центра масс аппарата по координате x : программная траектория (пунктирная линия), 
стабилизация (штриховая линия) и эксперимент (сплошная линия).
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Рис. 3. Скорость x  движения центра масс по координате x : программная траектория (пунктирная линия), 
стабилизация (штриховая линия) и эксперимент (сплошная линия).
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Рис. 4. Движение центра масс аппарата по координате y : программная траектория (пунктирная линия), 
стабилизация (штриховая линия) и эксперимент (сплошная линия).
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Рис. 5. Скорость y  движения центра масс по координате y : программная траектория (пунктирная линия), 
стабилизация (штриховая линия) и эксперимент (сплошная линия).
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Рис. 6. Движение центра масс аппарата по координате z : программная траектория (пунктирная линия), 
стабилизация (штриховая линия) и эксперимент (сплошная линия).
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Рис. 7. Скорость z  движения центра масс по координате z : программная траектория (пунктирная линия), 
стабилизация (штриховая линия) и эксперимент (сплошная линия).
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Рис. 8. Вращательное движение по углу рысканья ψ : программная траектория (пунктирная линия), стабилизация 
(штриховая линия) и эксперимент (сплошная линия).
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Рис. 9. Угловая скорость ψ : программная траектория (пунктирная линия), стабилизация (штриховая линия) и 
эксперимент (сплошная линия).
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Рис. 10. Вращательное движение по углу тангажа θ : стабилизация (штриховая линия) и эксперимент (сплошная 
линия).
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Рис. 11. Угловая скорость  θ : стабилизация (штриховая линия) и эксперимент (сплошная линия).
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Рис. 12. Вращательное движение по углу крена ϕ: стабилизация (штриховая линия) и эксперимент (сплошная 
линия).
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Рис. 13. Угловая скорость ϕ: стабилизация (штриховая линия) и эксперимент (сплошная линия).



ГОЛУБЕВ и др.

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ № 2 2025

122

траектории применялись следующие начальные значения соответствующих переменных со-
стояния системы: x x1 010 0( ) = = , x x2 020 0( ) = = , x x3 030 1( ) = = , x x4 040 0( ) = = ,  x x1 010 0� � � � , 
 x x2 020 0( ) = = ,  x x3 030 0( ) = = ,  x x4 040 0( ) = =  и конечные: x T x1 1 1 5( ) = =* . , x T x2 2 1 5( ) = = −* . , 
x T x3 3 1 3( ) = =* . , x T x4 4 0( ) = =* ,  x T x1 1 0( ) = =* ,  x T x2 2 0( ) = =* ,  x T x3 3 0( ) = =* ,  x T x4 4 0( ) = =* , 
а также были выбраны значения параметров T = 6, ε ε1 2 2= = , T T1 5 1= = , B B1 2 1 5= = . , B3 1 3= . , 
N Q N Q1 1 2 2 0 375= = = = . , N Q3 3 0 075= = . . В процессе численного моделирования стабилиза-
ции построенной программной траектории и эксперимента (без учета неточностей измерений) 
в обратных связях (4.5)–(4.7) рассматривались следующие значения коэффициентов усиления: 
k k11 12 604 66176= = . , k k21 22 839 808= = . , k k31 32 466 56= = . , k k41 42 129 6= = . , k k51 52 18= = , k13 10 648= . , 
k23 14 52= . , k33 6 6= . , k14 0= , k24 40= , k34 12=  и отклонения начальных значений от программ-
ных: ∆x1 0 0 0050266720( ) = − . , ∆x2 0 0 011548175( ) = − . , ∆x3 0 0 00243449( ) = − . , ∆x4 0 0 0076834871( ) = . , 
∆ x1 0 0 020051740( ) = − . , ∆ x2 0 0 021199794( ) = . , ∆ x3 0 0 0075910636( ) = − . , ∆ x4 0 0 00117621( ) = − . . Отме-
тим, что при численном моделировании стабилизации полагалось, что для соотношений (4.1) 
имеют место тождества �i t� � � 0, i = 1 4, . 

Заключение. Рассмотрено решение задачи отслеживания траекторий пространственного 
движения квадрокоптера как твердого тела. Показано, что нелинейная динамическая систе-
ма, описывающая движение аппарата в пространстве, является дифференциально плоской 
[26] с плоским выходом, состоящим из трех декартовых координат поступательного движе-
ния центра масс квадрокоптера и угла рысканья. Этот факт позволяет переформулировать [26] 
задачу построения и стабилизации произвольной 12-мерной траектории пространственного 
движения квадрокоптера как эквивалентную задачу построения и стабилизации соответству-
ющей 4-мерной траектории по переменным плоского выхода. Далее, программная траектория 
движения аппарата строится для трех координат поступательного движения центра масс ква-
дрокоптера и его вращательного движения по углу рысканья с помощью полиномов третьего 
порядка от времени с учетом заданных ограничений на координаты, скорости и ускорения 
на основе результатов работы [27]. Предлагается базовый сценарий аналитического построе-
ния траектории движения аппарата для нулевых значений скоростей и ускорений по соответ-
ствующим координатам в начале и конце движения. Отметим, что результаты, полученные 
в [27], могут быть применены при построении программных траекторий движения и для не-
нулевых начальных и конечных значений скоростей и ускорений. 
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Рис. 14. Программная траектория движения центра масс аппарата в пространстве (пунктирная линия), 
стабилизация (штриховая линия) и эксперимент (сплошная линия).
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Синтез стабилизирующего управления осуществлен с помощью метода линеаризации об-
ратной связью по состоянию. Работоспособность полученных законов управления проверена 
численно, а также экспериментально на квадрокоптере Parrot Mambo с применением паке-
та MATLAB/Simulink. Заметим, что использованные при построении программных траекто-
рий движения аппарата в пространстве многочлены (3.1) третьего порядка от независимой 
переменной не позволяют явным образом задать программные изменения всех переменных 
состояния аппарата как функции времени. Учитываются только начальные и конечные значе-
ния координат x y z, ,� � центра масс квадрокоптера в инерциальной системе отсчета, линейных 
скоростей   x y z, ,� � и ускорений   x y z, ,� �, а также угла рысканья ψ  и угловой скорости ψ . При 
этом значения угловых координат тангажа θ , крена ϕ  и соответствующие угловые скорости 
θ , ϕ определяются неявно в силу соотношений (2.10). Поэтому при построении программных 

траекторий пространственного движения квадрокоптера в общем случае представляется целе
сообразным применение полиномов от независимой переменной более высоких порядков, 
чем третий [24].

ПРИЛОЖЕНИЕ
Функции fi, i = 1 2, , в формуле (2.9) имеют следующий вид:
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