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Рассматривается динамика подвешенного к квадрокоптеру маятника со сферической полостью, ча-
стично заполненной идеальной жидкостью. Предполагается, что система движется в вертикальной 
плоскости. Учитывается сила лобового сопротивления, действующая на оболочку маятника. Для 
моделирования колебаний жидкости в полости используется феноменологическая “маятниковая” 
модель. Предложен алгоритм построения управления ускорением квадрокоптера, который обеспе-
чивает переход системы на режим стационарного горизонтального полета с заданной скоростью 
и гашение колебаний как маятника, так и жидкости внутри него (в том числе и при наличии посто-
янного ветра).
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Dynamics of a pendulum suspended to a quadrotor and having a spherical cavity partially filled with the 
ideal liquid is considered. It is supposed that the system moves in the vertical plane. The drag force acting 
on the pendulum is taken into account. In order to simulate oscillations of the liquid inside the cavity, 
a phenomenological “pendulum” model is used. An algorithm for constructing the quadrotor acceleration 
control is proposed that ensures the transition of the system to the steady horizontal flight with the specified 
speed along with damping of oscillations of both the pendulum and the liquid inside it (including in the 
presence of a constant wind).
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Введение. Одним из перспективных вариантов применения квадрокоптеров в различных от-
раслях (в частности, в строительстве) является их использование для транспортировки грузов. 
Существуют различные способы крепления груза к коптеру (подвеска на тросе, жесткое кре-
пление, фиксация с помощью манипулятора и др.). Изучению динамики квадрокоптера с под-
вешенным на тросе грузом посвящена обширная литература, как отечественная, так и зару-
бежная. Обзор современного состояния исследований в этой области приведен в работах [1, 2].

Основные задачи управления квадрокоптером с подвешенным грузом – отслеживание це-
левой траектории (причем это может быть траектория коптера и/или траектория груза) и га-
шение колебаний груза. Разработаны различные стратегии управления, направленные на ре-
шение этих задач (например, [3–6]), в том числе и в условиях недостатка информации о массе 
груза [7]. В целом ряде работ проводится более или менее детальное моделирование динамики 
1	� Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант № 24-29-00151).
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поведения троса с учетом его упругих свойств и/или гибкости [8, 9]. В качестве отдельного 
направления исследований можно выделить построение алгоритмов управления для транс-
портировки груза несколькими коптерами [10, 11].

Как правило, предполагается, что аэродинамическое воздействие на груз пренебрежимо 
мало. Однако в случае, когда груз не очень тяжелый, площадь его поверхности достаточно 
велика, а коптер движется сравнительно быстро (или присутствует ветер), это предположе-
ние представляется неоправданным. В работах [12–14] считается, что на груз действует только 
сила лобового сопротивления, причем соответствующий безразмерный коэффициент не зави-
сит от формы груза. В [15] рассматривается ситуация, когда на груз, наряду с силой лобового 
сопротивления, действует боковая сила, и анализируется возможность построения управле-
ния, обеспечивающего гарантированную стабилизацию подъема и спуска в условиях непол-
ной информации об этих воздействиях.

Отдельный интерес представляет ситуация, когда внутри груза имеется полость, частично 
заполненная жидкостью. Колебания жидкости могут оказывать заметное влияние на поведе-
ние груза, и это необходимо учитывать при построении управления.

Начало активных исследований колебаний жидкости в полости было связано с необхо-
димостью моделирования колебаний топлива в баках космических ракет. Анализ колебаний 
жидкости в полости в полной гидродинамической постановке является достаточно сложной 
задачей. Поэтому усилия многих исследователей были направлены на поиск способов упро-
щенного описания сил, действующих на тело со стороны жидкости.

В [16] изучается динамика тела с полостью в форме цилиндра (или двух соосных цилин-
дров), частично заполненной идеальной жидкостью. Показано, что для определенных видов 
движения существуют три независимых инерционных характеристики системы, и предло-
жена методика их расчета. В [17] для описания сил, действующих на частично заполненный 
цилиндрический бак со стороны жидкости, колеблющейся в нем, предложена упрощенная 
механическая модель, представляющая собой систему осцилляторов. В [18] были определе-
ны параметры системы маятников, которая может служить механическим аналогом волновых 
колебаний жидкости в цилиндрической полости. В [19–21] рассматривается тело со сфериче-
ской полостью, частично заполненной жидкостью. Приведены результаты расчетов (в пред-
положении, что жидкость совершает потенциальное безвихревое течение) и экспериментов 
по определению собственных частот колебаний жидкости.

Авторы [22] исследовали колебания жидкости в горизонтально расположенном цилин-
дрическом баке и показали, что результаты, найденные в рамках маятниковой модели, до-
статочно хорошо согласуются с результатами, полученными путем гидродинамического мо-
делирования, если степень заполнения бака не слишком велика. В [23] колебания жидкости 
описываются с помощью модифицированной маятниковой модели, позволяющей учесть, 
среди прочего, удары жидкости о стенки сосуда. В [24] рассматривается задача о перемеще-
нии цилиндрического сосуда, частично заполненного жидкостью, с помощью манипулято-
ра вдоль заданной траектории без возбуждения колебаний жидкости. Движение жидкости 
моделируется с помощью сферического маятника, точка подвеса которого находится в точ-
ке пересечения оси полости с невозмущенной поверхностью жидкости. В [25] представлена 
задача о транспортировке бака, частично заполненного жидкостью, с помощью нескольких 
коптеров (аэродинамическое воздействие на груз не учитывается). Показано, что с помощью 
трех коптеров можно обеспечить стабилизацию целевого движения и гашение колебаний бака 
и жидкости.

В настоящей работе исследуется движение квадрокоптера с подвешенным к нему грузом 
сферической формы, содержащим сферическую полость, которая частично заполнена жидко-
стью. При этом учитывается аэродинамическое воздействие на груз. Предлагается стратегия 
управления ускорением центра масс коптера, обеспечивающая переход с одного горизонталь-
ного стационарного полета на другой и гашение колебаний груза и жидкости.

1. Постановка задачи. Опишем механическую систему, состоящую из квадрокоптера и ма-
ятника, подвешенного к его центру масс G с помощью цилиндрического шарнира (рис. 1). 
Маятник представляет собой твердое тело сферической формы, закрепленное на невесомом 
жестком стержне-державке. Внутри тела имеется сферическая полость. Геометрический центр 
полости совпадает с центром масс C  тела. Полость частично заполнена идеальной жидкостью. 
Система находится в потоке среды, скорость которого постоянна, горизонтальна и равна w.

Будем считать, что центр масс коптера может перемещаться вдоль некоторой горизонталь-
ной прямой, причем плоскость качаний маятника вертикальна и содержит эту прямую. Вве-
дем в этой плоскости неподвижную систему координат OXY , ось ординат которой вертикаль-
на. Пусть x  – координата точки G подвеса маятника в этой системе координат. Положение 
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маятника будем характеризовать углом ϕ его отклонения от вертикали. Кроме того, предполо-
жим, что поверхность жидкости во все время движения остается практически плоской. Обо-
значим угол между ней и горизонтальной плоскостью через ψ .

Чтобы описать динамику жидкости внутри полости, будем действовать по аналогии с “ма-
ятниковым” подходом, представленным в работах [24], а также [26, 27]. Выделим в жидкости 
часть, которая участвует в колебаниях поверхности, и часть, которая не участвует в них. По-
ведение первой части будем имитировать с помощью математического маятника M1 (так ска-
зать, “жидкого осциллятора”) длиной l1 и массой m1, точка подвеса которого находится на пе-
ресечении вертикальной прямой, проходящей через центр полости, и плоскости поверхности 
жидкости в невозмущенном состоянии, а угол отклонения от вертикали совпадает с углом ψ .

Будем считать, что вторая часть жидкости совершает квазистационарное движение, т.е. 
во все время движения занимает положение, отвечающее состоянию равновесия при теку-
щем положении маятника. Это означает, что ее центр масс M0 всегда лежит на вертикали, 
проходящей через точку C  (ниже этой точки). Обозначим массу этой части жидкости через 
m0, а расстояние CM0 – через l0. Длина l1 “жидкого осциллятора” определяется таким обра-
зом, чтобы собственная частота осциллятора совпадала с частотой первой моды собственных 
колебаний жидкости в полости вблизи состояния равновесия. Эту величину, а также массу 
m1 следует идентифицировать заранее на основе результатов натурных экспериментов или 
гидродинамического моделирования колебаний жидкости в полости.

Чтобы найти величины m0 и l0, воспользуемся следующими соображениями. Пусть вся си-
стема находится в равновесии. Обозначим расстояние от дна полости до уровня свободной 
поверхности жидкости через h, радиус полости – через R, а плотность жидкости – через ρ*. 
Запишем формулы для массы всей жидкости и ординаты ее центра масс. Тогда после некото-
рых упрощений имеют место следующие соотношения:
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Из формул (1.1) видно, что при заданных m1 и l1 величины m0 и l0 определяются однозначно.
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Рис. 1. Маятник с жидкостью, подвешенный к квадрокоптеру.
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Будем считать, что аэродинамическое воздействие на оболочку маятника сводится только 
к вектору D силы лобового сопротивления, для которой имеет место следующая формула:

D V= − ρS
V Ca d a2

,

где ρ – плотность среды; S  – характерная площадь; вектор Va – воздушная скорость центра C 
груза (т.е. его скорость относительно набегающего потока); Cd  – безразмерный коэффициент 
лобового сопротивления (будем считать его постоянным). Величина воздушной скорости за-
дается следующим равенством:

V v l w la = + +( ) + ( ) ϕ ϕ ϕ ϕcos sin
2 2 .

Здесь принято обозначение v x=  .
Примем в качестве управляющего воздействия ускорение центра масс квадрокоптера. 

С учетом изложенного выше, уравнения движения рассматриваемой системы могут быть 
представлены в следующем виде:
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	 (1.2)

Здесь l – длина державки GC  маятника; m – масса оболочки маятника; J  – центральный мо-
мент инерции этой оболочки; u – управление.

Для удобства дальнейшего анализа проведем обезразмеривание системы (1.2). Для этого 
выберем единицы измерения таким образом, чтобы масса маятника, длина державки и уско-
рение свободного падения были равны единице:

m m m l g+ + = = =0 1 1 1 1, , .

Кроме того, введем следующий безразмерный параметр:

µ ρ=
+ +( )

Sl

m m m
Cd2 0 1

.

Безразмерные уравнения движения системы запишутся в следующем виде:
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Штрихом здесь обозначена производная по безразмерному времени. Рассмотрим режим ста-
ционарного горизонтального полета:

v v= ≡ = ≡ = ≡* * *const, const, const.ϕ ϕ ψ ψ

Считаем для определенности, что v w* + ≥ 0. Уравнения этого режима имеют следующий 
вид:
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Из системы (1.4) получаем

	 tg , .* * *ϕ µ ψ= +( ) =− v w
2

0 	 (1.5)
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Естественным образом возникает задача стабилизации этого стационарного режима, а так-
же перевода системы из окрестности такого режима с одной скоростью, v v* = 1, в окрестность 
другого режима, v v* = 2, и гашения колебаний как маятника, так и жидкости внутри него.

2. Устойчивость, управляемость и наблюдаемость. Прежде всего исследуем устойчивость, 
управляемость и наблюдаемость системы в окрестности целевого режима.

Разрешив систему (1.3) относительно старших производных и линеаризовав ее в окрестно-
сти рассматриваемого стационарного движения, запишем ее в следующем виде:

′ = +X AX Bu,

где X = ′ ′( )∆ ∆ ∆v ϕ ϕ ψ ψ T – вектор отклонений от стационарного режима (∆v v v= − *,∆ϕ ϕ ϕ= − *),
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,
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	 (2.1)

Характеристический полином системы (2.1) можно представить в следующей форме:

	 λ λ λ λµζ ϕ µ ϕ
λ µζ ϕ µ4 3 2

1

1
2

1 1 1 1

21
+ +

+ + −
+ +

−V
J

J l V
l J

V
l J

Vcos sin cos s* * * iin *ϕ
l J1 1









 	 (2.2)

Этот полином имеет один нулевой корень (который, очевидно, отвечает переменной v). Учи-
тывая формулы (1.5) для ϕ*, можно заключить, что все коэффициенты полинома, заключен-
ного в скобки в выражении (2.2), положительны при V v w= + >* 0. Третий минор M3 Гурвица 
для этого полинома равен

M
m V

l J
3

1
2 2 2 2

1
2

1
3

=
µ ζ ϕcos * .

Данное выражение также положительно при V > 0. Следовательно, остальные четыре кор-
ня характеристического полинома имеют отрицательные вещественные части. Отсюда легко 
видеть, что при V > 0 введение сколь угодно малой отрицательной обратной связи по ско-
рости точки подвеса обеспечивает асимптотическую устойчивость. Однако следует отметить, 
что для реальных объектов коэффициент µ, как правило, достаточно мал. С учетом структуры 
коэффициентов характеристического полинома (2.2) это означает, что вещественные части 
его ненулевых корней будут малы, и, следовательно, колебания маятника и жидкости внутри 
него будут затухать относительно медленно. Для ускорения этого процесса, по-видимому, не-
обходимо вводить в систему дополнительное управление. Кроме того, при V = 0 у полинома 
(2.2) имеются чисто мнимые корни, и для обеспечения экспоненциальной устойчивости не-
обходима стабилизация.

Проверим вначале управляемость и наблюдаемость системы (2.1). Составим для нее матри-
цу управляемости W. Ее определитель представляет собой достаточно громоздкое выражение. 
Однако в случае, когда µ = 0 (т.е. сила воздействия на оболочку маятника со стороны среды 
отсутствует), оно существенно упрощается:

	 det W =
−( ) −( )
+ −( )

l m J

l J m

1 1
2

1
5

1
5

1

1
.	 (2.3)
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Выражение (2.3) не равно нулю, если m J l1 11≠ − . Тогда она останется ненулевой, по край-
ней мере, и для достаточно малых значений µ. Если же m J l1 11= − , то система не является 
управляемой в отсутствие аэродинамических сил. Однако в этом случае для малых значений 
µ имеет место следующая формула:

det ( )*W =
+( ) −( )

+( )
+

4

1

2
1

2

4
1

5
2 4v w J l

J l
Oµ µ

Если J l= 1, то m J l1 11 0= − = , следовательно, колебания жидкости отсутствуют. Поэтому 
управлять координатой ψ  не требуется. Управляемость же по координате ϕ, очевидно, имеет-
ся. Если же J l≠ 1, то система оказывается управляемой (по крайней мере, при достаточно ма-
лых µ). Таким образом, за исключением некоторых специфических ситуаций, управляемость 
имеет место.

Составим теперь матрицу наблюдаемости N для системы (2.1). В ней можно выбрать под-
матрицу N1 размером 5х5, определитель которой равен следующему выражению:

det
cos

cos

*

*

N1
1
2 2

1
2 2

1
=

+ −( )
m

J m

ϕ

ϕ
.

Это выражение, очевидно, не обращается в нуль при всех m1 0≠ .
Таким образом, в окрестности рассматриваемого стационарного режима в достаточно ши-

роком диапазоне значений параметров имеют место управляемость и наблюдаемость.
3. Построение управления для линеаризованной системы. Отметим, что среди фазовых ко-

ординат системы непосредственному измерению доступны только скорость точки подвеса, 
угол отклонения маятника и его угловая скорость. Соответственно будем считать, что вектор 
наблюдений Y = ′( )∆ ∆ ∆v ϕ ϕ Tи вектор переменных состояния X = ′ ′( )∆ ∆ ∆v ϕ ϕ ψ ψ T связаны 
следующим образом:

Y CX C E O= = ( )×, 3 3 2 .

Здесь и ниже En – единичная матрица размера n n× , а On k×  – нулевая матрица размера n k× .
Для того чтобы получить оценку для переменных ψ  и  ′ψ , следуя стандартной процеду-

ре [28], построим наблюдатель пониженного порядка. Его уравнения могут быть представле-
ны в следующем виде:

	
?

,X L Y L Q KY

Q C KC AL Q C KC A L L K Y C KC B

= + +( )
′ = −( ) + −( ) +( ) + −( )

1 2

1 2 1 1 2 1 u,,
	 (3.1)

где Q = ( )q q1 2
T – вектор вспомогательных переменных; C1, K , L1 2,  – некоторые постоянные 

матрицы. Матрица C1 выбирается таким образом, чтобы матрица
C

C1







была невырожденной. Выберем ее равной C O E1 2 3 2= ( )× . Тогда матрицы L1 2,  будут определять-
ся следующими соотношениями:

L
E

O
L

O

E1
3

2 3
2

3 2

2
=







=




×

×, .

Матрицу K  требуется выбрать так, чтобы система

	 ′ = −( )Q C KC AL Q1 2  	 (3.2)

была асимптотически устойчивой. Примем, что все элементы матрицы K  равны нулю, за ис-
ключением элементов, находящихся в последнем столбце. Тогда характеристический поли-
ном системы (2.4) принимает вид

λ
ϕ

λ
ϕ

ϕ ϕ
2 13 1 23 1 1

11
2

1
21 1

1
+ +

+ +
+ − + −(

k m k m l J

lJ m J m

cos cos

cos cos
* *

* * )).
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Из этой формулы видно, что для асимптотической устойчивости достаточно выбрать поло-
жительные значения коэффициентов k13 и k23 (причем за счет их выбора можно реализовать 
любые наперед заданные значения корней характеристического полинома). Тогда оценка для 
величин ψ  и  ′ψ  имеет следующий вид:

ψ ϕ ψ ϕ= + ′ ′ = + ′q k q k1 13 2 23∆ ∆,

Будем использовать эти выражения далее при формировании управления.
Построим теперь управление, обеспечивающее стабилизацию целевого стационарного ре-

жима (в рамках линейной постановки задачи). Рассмотрим уравнения динамики для расши-
ренного вектора состояния Z = ′ ′( )∆ ∆ ∆v q qϕ ϕ ψ ψ 1 2

T:

	 ′ = +Z A Z B1 1u,	 (3.3)

где

A
A O

C KC A L L K C C KC AL
B

B

C KC B1
5 2

1 1 2 1 2
1

1
=

−( ) +( ) −( )






=
−( )




× ,


.

Построим управление с обратной связью, которое стабилизирует тривиальное решение си-
стемы (3.3) и является оптимальным в смысле следующего квадратичного функционала каче-
ства:

	 I u dt� �� �
�

� Z ZT� 2

0

. 	 (3.4)

Положительно определенную матрицу Θ  будем считать диагональной. Соответствующее оп-
тимальное управление имеет вид

	 u*
T= −PB Z1 , 	 (3.5)

где матрица P представляет собой решение алгебраического уравнения Риккати:

	 PA A P PB B P1 1 1 1 0� � � �� T .	 (3.6)

Построенное управление (3.5) обеспечивает стабилизацию (оптимальную в смысле (3.4)) це-
левого режима.

4. Управление нелинейной системой. Рассмотрим теперь задачу перехода между двумя ста-
ционарными режимами и гашения колебаний маятника и жидкости в рамках нелинейной 
системы. Будем считать, что величина ускорения, которое может развивать квадрокоптер, 
ограничена:

′ ≤v u0.

Тогда управление, обеспечивающее максимально быстрый переход от стационарного поле-
та квадрокоптера со скоростью v1 в режим стационарного полета со скоростью v2, имеет сле-
дующий вид:

	 u

t

u v v t v v u

v v u t

=
<

− ≤ < −

− ≤










0 0

0

0

0 2 1 2 1 0

2 1 0

, ,

sign( ), ,

, .

	 (4.1)

Ясно, однако, что в конце этого процесса, вообще говоря, маятник и жидкость не будут на-
ходиться в состоянии равновесия и возникнут колебания. Пример такого процесса представ-
лен на рис. 2, на котором изображены зависимости величины u управления, скорости v точки 
подвеса, углов ϕ (черная линия) и ψ  (серая линия) от безразмерного времени

При численном моделировании использованы следующие значения безразмерных пара-
метров:

	 m J R h w= = = = = =0 5 0 005 0 1 0 14 0 05 0. , . , . , . , . ,µ .	 (4.2)

Величину l1 для выбранного соотношения параметров R и h рассчитаем на основе данных, 
приведенных в работе [19]: l1 0 047= . . Для массы m1 примем значение 0.1. Как показывают 
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результаты проведенного численного моделирования, этот параметр достаточно слабо влияет 
на характер затухания. Величины l0 и m0 найдем из соотношений (1.1).

Для того чтобы подавить возникающие колебания, воспользуемся управлением (3.5), сфор-
мированным в предыдущем разделе для линеаризованной системы:

	 u

t

u v v t v v u

u u u v v u

=
<

− ≤ ≤ −

⋅ −

0 0

00 2 1 2 1 0

0 2 1

, ,

sign( ), ,

sign min( , ),* * 00 <








 t.

	 (4.3)

Компоненты расширенного вектора состояния определяются из следующей системы урав-
нений:

	

′ =

+( ) ′′ + ′′ − − ′ − =

= − + ′−

v u

J m l m l

v l

,

cos( ) sin( )

sin

1 1 1 1 1
2ϕ ψ ψ ϕ ψ ψ ϕ

ϕ µ ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ψ ϕ

cos sin cos cos ,

cos( )

+( ) + ′( ) +( ) + ′( ) −

′′ − + ′

w l v w u

l

2 2

1 ′′ + ′ − = − −

′ = −( ) + −( ) +(
ψ ϕ ψ ϕ ψ ψ2

1 2 1 1 2

sin( ) sin cos ,u

Q C KC AL Q C KC A L L K)) + −( )CX C KC B1 u.

	 (4.4)

Здесь матрицы A  и B вычисляются для конечного режима.
Уравнения (4.4) вместе с соотношениями (4.3) и (3.5)–(3.6) образуют замкнутую систему. 

Для проверки работоспособности предложенного алгоритма построения управления было 
проведено численное моделирование динамики рассматриваемого объекта при значениях па-
раметров (4.2). При этом для элементов матриц K  и ΘΘ  были выбраны следующие значения:

k k iii13 23 11 55100 10 1 2 3 4 6 7 1000 100= = = =( ) = =, , { , , , , } , ,Θ Θ Θ .

На рис. 3 проиллюстрирована работоспособность предложенного алгоритма управления 
для разгона (переход с режима висения v1 0=  на режим полета со скоростью v2 3= ) и тормо-
жения (с v1 3=  до v2 0= ).

Видно, что сформированное управление обеспечивает переход с исходного стационарного 
режима на целевой стационарный режим, а также сравнительно быстрое затухание колебаний 
как маятника, так и жидкости внутри него.

Этот алгоритм остается эффективным и при наличии ветра. Данное обстоятельство проил-
люстрировано на рис. 4 для w = 1 и w = 3 (для всех остальных параметров сохранены прежние 
значения).

Заключение. Рассмотрена задача о колебаниях подвешенного к квадрокоптеру маятни-
ка со сферической полостью, частично заполненной идеальной жидкостью. Учитывается 
сила лобового сопротивления, действующая на оболочку маятника, которая также считается 
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Рис. 2. Зависимость величин величин u, v, φ, ψ от времени при управлении (4.1).
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сферической. Для моделирования колебаний жидкости в полости используется модифициро-
ванная маятниковая модель. Предложен алгоритм управления ускорением коптера, предна-
значенный для перехода с одного режима стационарного горизонтального полета на другой 
и подавления колебаний маятника и жидкости в полости. Проведено численное моделирова-
ние, подтвердившее работоспособность этого алгоритма.
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Рис. 4. Примеры процессов разгона и торможения при управлении (4.3) для разных величин скорости ветра.
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Рис. 3. Примеры процессов разгона и торможения при управлении (4.3) в отсутствие ветра.
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